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1. PROGRAMA.
ASIGNATURA: Computacion Cientifica I.
SIGLA: 1LI-285.
CREDITOS: 4.
PRERREQUISITO: MAT-023 Matematica III.
EXAMEN: No tiene.
HoRrAS DE CATEDRA SEMANALES: 4.
HORAS DE AYUDANT{A SEMANALES: 2 (en promedio).

HORAS DE LABORATORIO SEMANALES: 2 (en promedio).
Objetivos: Al aprobar la asignatura el alumno deberia ser capaz de:

(1)

(2)
(3)
(4)

Seleccionar las estructuras de datos, los algoritmos y las plataformas computacionales mas
apropiadas para abordar problemas concretos que pueden reducirse al modelado compu-
tacional lineal.

Resolver los problemas mencionados, teniendo en cuenta la complejidad y el costo de los
algoritmos involucrados.

Integrar técnicas de programacién y modelado computacional lineal en aplicaciones de Ma-
tematicas, Ciencias Naturales y Ciencias de la Ingenierfa.

Emplear programas de modelado computacional lineal de uso més frecuente en la Ingenieria
(por ejemplo, Matlab(R), Mathematica(R), Maple(R).

Contenido:

(1)

(2)

Introduccion a la computacién cientifica y a la computacion de alto rendimiento. Elementos
a considerar en cada item: plataformas computacionales para los métodos cuantitativos;
estructuras de datos mas afines; complejidad de los algoritmos involucrados.

Sistemas lineales en general. Computacion matricial. Computacion con matrices ralas. Con-
dicionamiento y estabilidad. Estructuras de datos més afines y complejidad de los algoritmos
involucrados.

Problemas computacionales de valores y vectores propios. Formas normales de Jordan, Frobe-
nius y Schur. Elementos de la teoria espectral. Estructuras de datos mas afines y complejidad
de los algoritmos involucrados.

Métodos iterativos y sistemas lineales de gran escala. Elementos de programaciéon lineal.
Modelos computacionales lineales y elementos de la programacién paralela.

Elementos de la teoria y control de errores en el calculo computacional lineal.

Aplicaciones a la Estadistica y la Ingenieria. Minimos cuadrados. Multicolinealidad. Matrices
de correlacién. Teoria de redes. Elementos de la teoria de juegos.
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2. DE LOs PRERREQUISITOS: ILI-285 es la primera de una secuencia de dos asignaturas: ILI-285 e
ILI-286. El prerrequisito canénico de esta secuencia de asignaturas es MAT-024 Matematica IV.

Sin embargo, con el objeto de no retrasar el avance académico de los alumnos que deben o desean
cursar ILI-285 sin haber aprobado todavia el prerrequisito MAT-024, se ha decidido aceptar ex-
cepcionalmente que inscriban la asignatura ILI-285 en el primer semestre 2008, siempre y cuando
tengan aprobada la asignatura MAT-023.

Para inscribir ILI-286 en el segundo semestre 2008 se exigird haber aprobado tanto MAT-024 como
1LI-285.

3. DE LA EVALUACION: La asignatura considera los siguientes instrumentos de evaluacién:

(1) Certamen de Cétedra N2 1: Sdbado 12.04.2008, 10:00 horas.
Origina una nota individual N7.

(2) Certamen de Cédtedra N2 2: Sabado 17.05.2008, 10:00 horas.
Origina una nota individual No.

(3) Certamen de Catedra N2 3: Sdbado 21.06.2008, 10:00 horas.
Origina una nota individual Ns.

(4) Las fechas senialadas son provisorias y deberdn ser precisadas durante el transcurso del
semestre.

(5) El alumno que no rinda uno o més de los certdmenes regulares de cétedra, por las razones
que fuere, recibird la calificacién provisoria Nj = 0 en esos certamenes.

(6) Habra ademds un Certamen Recuperativo Voluntario abierto a todos los alumnos.
Fecha de este certamen: Sabado 28.06.2008, 10:00 horas. La fecha senalada es provisorias y
debera ser precisada durante el transcurso del semestre.

e Kl certamen recuperativo tendra tres secciones, correspondientes cada una a las materias
cubiertas por los tres certadmenes regulares de catedra.
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e Kl alumno que, habiendo rendido todos los certdmenes regulares de catedra y rindiere
el Certamen Recuperativo, debera abordar aquella seccion en la que hubiere obtenido
la menor calificacion.

El alumno que, por las razones que fuere, no hubiere rendido uno o dos certdmenes de
catedra, pero no mas, debera abordar la o las secciones correspondientes a los certame-
nes no rendidos.

e Fl estudiante recibird una nota NV J’ en cada seccién j que aborde.

e Las notas N j’ sustituirdn a las notas N; de los certdmenes regulares de cétedra.

e No habré certamen recuperativo del certamen recuperativo (!).

Obsérvese que esta regulacion interna de la asignatura cubre el caso de los alumnos que, por
la razén que fuere, no hayan rendido algunos de los certamenes regulares de cdtedra.

(7) A lo largo del semestre se propondard un abundante niimero de ejercicios tedricos y practicos
(trabajos computacionales de laboratorio) que los alumnos deberan abordar (i.e., estudiar,
resolver, implementar, discutir, etc.) en las Ayudantias y los Laboratorios de la Asignatura.
El trabajo de los estudiantes en la solucion de estos ejercicios y trabajos de laboratorio
serd evaluado mediante tres (3) controles individuales.

El promedio aritmético de las calificaciones obtenidas en esos tres controles, dara origen a
una nota individual N4 para cada estudiante.

(8) Desarrollo de un tema de investigacién (mayormente bibliografica) relacionado con el temario
de la asignatura, especialmente acerca de las aplicaciones de la Computacién Cientifica en
la Informaética, la Ciencia de la Computacion y las diversas especialidades de la Ingenieria y
la Ciencia.

Cada tema debe ser abordado por un equipo formado por unos diez (10) alumnos. Los temas
especificos podran ser propuestos por los propios integrantes del grupo, o bien asignados por
los Profesores y Ayudantes. La proposiciéon de temas y la composiciéon de los grupos debe
ser informada por escrito a los Ayudantes antes del 30 de Abril del ano en curso.

Los avances y principales resultados de esta actividad deberan ser expuestos periédicamente
a lo largo del semestre, en una o més conferencias de no mas de 15 minutos, dictadas por
uno de los miembros del grupo correspondiente, elegido al azar. Las conferencias incluyen
un periodo de preguntas que deberdn ser respondidas por cualquiera de los miembros del
equipo de trabajo. Cada una de estas conferencias recibira una calificacién. El promedio de
estas calificaciones dard origen a una nota N¢.

Adicionalmente, cada grupo deberd presentar un informe final relativo al tema estudiado y
debera presentar en ayudantia la implementacién computacional de un algoritmo relevante
en el tema estudiado. Esta actividad dard origen a una nota Ng.

El promedio de las notas NE; y Ng constituird una nota N5 que sera la misma para todos los
integrantes del equipo de trabajo.

(9) La nota final N se calculard mediante la siguiente férmula:

si N; > 50,

S
=
Wl

<
Il
-

<
Il
—

Np

Nj, s N;j < 50.

<
Il
—

Wl
M o
W=
M "

1

J

(10) Cualquier situacién no considerada en este reglamento interno serd resuelta por los Profesores
de la asignatura.

Nota: Un problema abierto en la evaluacién cuantitativa de cualquier actividad, incluyendo los
procesos de ensenanza-aprendizaje, es la determinacion de ciertos pardmetros descriptores, justos y
equitativos, que representen razonablemente bien los logros alcanzados en esa actividad.

En los procesos lectivos, por lo general, los diversos parametros descriptores finalmente se reducen a
uno solo, N F', mediante alguna férmula méas o menos arbitraria, v.g., promedio geométrico, promedio
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aritmético, promedio ponderado, etc. A veces, para efectos de decidir la aprobacién o reprobacién
de una asignatura, en lugar de considerar un solo valor NF', es preferible considerar un conjunto de
parametros descriptores significativos y regiones admisibles para sus valores.

Un excelente ejercicio de modelacién matematica y de Computacién Cientifica, lo constituye la de-
terminacién de un esquema de evaluacién que permita estimar adecuadamente los logros académicos
de los estudiantes en una asignatura.

Los alumnos quedan cordialmente invitados a reflexionar sobre este tema y a plantear fundamenta-
damente sus soluciones mediante articulos ad hoc.

El equipo docente de ILI-285 le desea una provechosa estada en la asignatura, mucho éxito en su
trabajo, y le recuerda que estard siempre atento a recibir sus comentarios, consultas, sugerencias y
observaciones.

1. NORMAS DE VECTORES Y MATRICES.

1. Las p-normas de vectores. Consideremos el espacio vectorial C™. Para = = [xl, . ,a;m]T eCcm
y 1 <peRU{oo} se define:

m 1/P
(zm\p) Cs1<p<oo
el = 4\

. AR sip=o0.

Evidentemente, ||z||, > 0y ||Az||, = |A|||x||, para todo A € C, todo z € C™ y todo 1 < p € RU{o0}.
Sean x,y € C™. Para p = 1, por la desigualdad triangular en C, se tiene:

(1)

m

m m
lz+yle = (o + D) < D lewl + D lywl = llzlla + llylh - (2)
k=1 k=1

k=1 = =

Por su parte, para p = oo se tiene:

o o s ) _ _
1o+ ylloo = mdx |og +yil < max |og|+ max fye] = f[zllo + [ylleo (3)

Luego, || - |1 ¥ || - |l satisfacen la desigualdad triangular y, por lo tanto, son normas en C™. En lo
que sigue se demostrard que || - ||, satisface la desigualdad triangular para todo p € R con p > 1.

Se dice que p, q € [1, 00| son mutuamente conjugados ssi
1 1
S4-=1. (4)
P 4q

Notar que p =1 y ¢ = 0o son mutuamente conjugados.

El siguiente es un resultado auxiliar que permite obtener con relativa facilidad la desigualdad trian-
gular para 1 < p < oo.

(a) Sean 0 < w,v € Ry 1 < p,¢q € R mutuamente conjugados, i.e., (1/p) + (1/q) = 1. Entonces:
1 1
uv:inf{tpup—i—tqvq : t>0} . (5)
p q

Demostracion. jTarea! [

(b) La desigualdad de Hélder. Sean p, q € [1, 00] mutuamente conjugados. Entonces se tiene:

m
S e
k=1

Notese que para p = 2 la desigualdad de Holder se reduce a la conocida desigualdad de Cauchy-
Schwartz.

lz*y| =

m
<D lwwyel < lll, llyll, . paratodo z,y€C™. (6)
k=1

G. HERNANDEZ + O. ORELLANA + L. SALINAS/ COMPUTACION CIENTI{FICA I/3 DE ABRIL DE 2008



UTFSM, G. Hernandez + O. Orellana 4+ L. Salinas, 2008 5

Demostracion. Sean x,y € C™. Para p =17y q = oo se tiene:

m m m

<3 ol i bl = (3 ol ) i o =
> okl < kallg@n\ykl ( Il‘kl) 1g}gégfnlysl 2/l llylloo »
k=1 k=1 k=1

lo que prueba la desigualdad de Holder para estos valores de p v q.

Ahora consideramos el caso 1 < p, ¢ < co mutuamente conjugados. Sobre la base del resultado (a),
con u = |xg| y v = |yg|, se tiene:

1 1
’mkyk|S};tp|$k|p+at_q|yk|q, t>0, k=1:m.

Sumando estas m desigualdades resulta:

D olwkyl < 7Y o+ -7 lwl?, >0,
k=1 p k=1 q k=1

Tomando el infimum sobre ¢ > 0 en el lado derecho de la desigualdad precedente y en vista del
resultado (a) — con wP =Y )" |zgPy v? =", |yx|? — se obtiene:

m 1 m 1 m m 1/p m 1/q
S ot <o {1 Sohp LSSm0l = (Soiar) (S
k=1 Pia q k=1 k=1 k=1
lo que concluye la demostracién. [ |
(¢) La desigualdad de Minkowski. Para todo p,q € [1,00] se tiene:
lz+ylp < llzllp + lyll,, para todo x,y € C™. (7)

Demostracion. Los casos p = 1y p = oo ya fueron verificados en (2) y (3) respectivamente. Para
x +y = 0 la desigualdad es evidente. Luego, sin pérdida de generalidad (s.P.d.G.) se puede suponer
l1<p<ooyxz+y#0. Definase ¢ := p/(p—1), de modo que se cumple (1/p)+(1/q) = 1. Aplicando
la desigualdad de Hélder se deduce entonces:

m m
D eyl = ok + vellor + vl
k=1

k=1
m m

< lwrllak + welP D Tyl + vkl
k=1 k=1

p s m 1/q
> (Z |z, + yk!(p_l)q)
k=1
m p s m 1/q
+ (Z \yk1p> (Z |z + ykl(pl)q>

IA
PR
NE
5
b

k=1 k=1
[/ m 1/p m 1/p] / m (p—1)/p
= (Z ’l’k!p> + <Z |yk\p> (Z vk + yk|p>
L k=1 k=1 ] k=1
[ m 1/p m 1/17_ m 1/q
= (Z |xk|p> + <Z|yk|p) <Z|$k+yk|p> 7
k=1 k=1 ] k=1
donde se ha utilizado la identidad:
p—1 1 1
£ —=1--=-,
p p q
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Considerando el primero y el ultimo término de la cadena de desigualdades precedentes y, puesto
que = +y # 0, dividiendo por (>, |2k + yk|p)(p_1)/p se obtiene:

m 1/p m 1-1/q m 1/p m 1/p
<Z|$k+ykz|p) = (Z !$k+yk|p> < (Z|$k|p) + (Z !yk|p> ;
k=1 k=1 k=1 k=1

que es la desigualdad triangular planteada. [ |
2. [2, §5.6, p. 290] Normas matriciales. Se dice que una funcién ||-|| : M(m x n,C) — R es una
norma matricial si y sélo si para todo A, B € M (m x n,C) se cumplen los siguientes axiomas:

(i) Al = 0 y [JA[l = 0 siy sélo si A =0, (i) IAAL = AT A]l para todo A € C,

(iii) A+ Bl < Al + 11BIl (iv) [ AB] < Al 1Bl -

Los axiomas (i)-(iii) expresan simplemente que las normas matriciales deben ser, en particular,
normas vectoriales sobre M (m x n,C) considerado como espacio vectorial. Algunos autores, como
G.H. Golub y C.F. Van Loan [1, (2.3.4), p. 55], no exigen el axioma (iv). Golub y Van Loan aclaran,
sin embargo, que por lo general se trabaja con normas matriciales que si satisfacen el axiona (iv).

En vista del axioma (iv), para toda matriz no nula A con A? = A se tiene [[|A%|| = [AA] <
Al ALl = JAI* v, por lo tanto, [|A]l > 1. En particular, | 7] > 1.
Si A es invertible, se tiene I = A A~! y el axioma (iv) implica ||I]| = [|[A A7 < JA[l [|A7Y]| v en

consecuencia [|A7|| > 1]l / || Al-
Sea A = (a;j) € M(m x n,C). Las siguientes son algunas normas matriciales populares:
2.1 Lal; de la matriz A considerada como un vector en C™";

Al = ZZ |aij| = Z 1471,

=1 j=1
donde A’ denota la j-ésima columna de la matriz A.
2.2 La norma de Frobenius o norma lo de la matriz A considerada como un vector en C™™:
. 1/2 . 1/2
_ j 1/2
Al = [1All, = | DD lal ] = [ DoI413]  = (ex(A"A)Y
i=1 j=1 j=1

También se le conoce como norma de Schur o norma de Hilbert-Schmidt.
2.3 La norma-1 de la matriz A se define como el mdzimo de las normas l1 de las columnas:

Al = méx [|A7]; = méx ZI%I

1<j<n 1<j<n

donde A7 denota la j-ésima columna de A.
2.4 La norma-oco de la matriz A se define como el mdximo de las normas 11 de filas:

[Alle = mdx [[Ailli = méx Z\aml

1<i<m 1<i<n
donde A; denota la i-ésima fila de A.
TAREA: Verifique que las precedentes son efectivamente normas de matrices que poseen las propie-

dades que se indican.

Desarrollo de (3). Sélo verificaremos submultiplicatividad de esta norma. Sean A € M (m x p,C) y
B e M(p xn,C), de modo que AB € M (m x n,C). Note que las matrices no son cuadradas pero el
producto AB queda bien definido. Entonces se tiene:

IAB|l, =méx||[A.B'|A.B?|...|A.B"]||,

8
— méx ]| 4.8, i JA.B,) . ®)

Iy
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Ahora bien, para cada término HA.BjH1 en (8) se tiene:

|ABI||, = [[b1jA" + bo A% 4+ by A

1
< Pougl A7y + ool [A%[1y o+ - T A7 ©
gnlézx{H/y1 A% AT Y (bl [bag |+ -+ + [basl)
= 41, |[ Bl -

De (8) y (9) se obtiene finalmente:

IAB]l, Sméx{\!!{luh Bi 1,!HA@1HBQ\1,-~-,!HAH!1HB"H1}
:”Ijmlﬁfgﬁi{ B 1,HB Hl,...,”Bn”l} (10)
= 1 1 -

3. Como Ud. recordara la norma de Frobenius o de Hilbert-Schmidt de una matriz A = [Z Z} con

a,b,c,d € C, se define como ||A||r = /|a]2 + b + |¢|? + |d|2. Verifique que esta norma matricial
posee la propiedad de la submutiplicatividad, i.e., ||AB||r < ||A||F ||B||r, VA, B € M(2 x 2,C).

Solucidn: Sean A = |11 @12 . B = bi1 b2
az1 a2 b1 boo

], con a;j,b;; € C. Escribamos A; = [a;1,a;2]" €

T

Ay B' A3B

desigualdad de Cauchy-Schwarz usual para la norma || - ||o de C? se obtiene:
IABI} = |ATBYP 4 |AT B2 1 |AF B2 + | AT B2

C?, i =1,2,y B = [by;,b2;]T € C? j = 1,2. Entonces AB = [ ] Aplicando la

< [[ABIBYE + A3 18213 + [ 4213 [ B3 + || A=2]3 |1 B3
(I1ALl3 + 1] A2]13) - (1BY13 + [1B2[13)

= (|ai1|* + |a12* + |ag1|?® + |agz|?) - (|b11|* + |b21]? + [b12[* + [b22]?)
= [|A[Z 1B

que era lo que se queria demostrar. ]

4. Sea A= [A'...|A"] € M(m x n,C). Defina:

1/ , , .
(Zij aij|p) p, sil<p<oo, m}XHAJHp, sil<p<oo,
[Alp = M : 1AL, =9 4 —
méix Jay) si p = oo, mix |47 o, 55 p = oo,
(Para qué valores de p € [1,00] es || - [|p, respectivamente ||-||,, una norma matricial? No olvide
considerar el axioma de submultiplicatividad ||AB||, < ||Al|p | B||p- Si para ciertos valores de p, ||-||p,

respectivamente ||| p» 10 es una norma matricial, jse podria modificar la definicién correspondiente
para que si lo fuera?

5. LA NORMA NATURAL DE UNA MATRIZ.

5.1 Toda matriz A € M(m x n,C) puede ser considerada como (la representacién de) un operador
lineal A : C" — C™ (con respecto a sendas bases de C" y C™). Si consideramos cualquier par
de normas en C" y C™ respectivamente, ambas denotadas por || - || para mayor simplicidad
notacional, entonces la norma de la matriz A en cuanto operador lineal, o la norma matricial
inducida por las normas de C" y C™, o la norma natural de A se define como:

A.
jAf = sup 1A2m _ e A,
ozzecr |Tlln llzln=1

Note que x € C" y A.x € C™. Que la norma de A en cuanto operador lineal sea una norma
matricial, i.e., que satisfaga los axiomas (i)-(iv) de mas arriba, es una consecuencia de las
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propiedades generales de las normas vectoriales.
TAREA: Verifique esta asercion.
5.2 La norma natural ||A[ de A satisface:

|A.z|| < Al [l=], para todo =z € C".

TAREA: Verifique esta asercion.

5.3 Una manera de probar que una funcién dada ¢ : M(m x n,C) — R es una norma matricial
consiste en demostrar que ¢ es inducida por una norma vectorial.
TAREA: Dé€ algunos ejemplos.

5.4 La norma natural minimal ||A||; . de A se define como:

inf
I Al = mE{|| Al : || - || es una norma natural} .
TAREA: Verifique que [|All,,; es una norma matricial.
5.5 Sea A € M(n x n,C). El spectrum o(A) de la matriz cuadrada A se define como:
o(A)={Ae€C : Xesvalor propiode A} ={AeC : det(A—X[)=0}. (11)

Como se sabe del Algebra, det(A — AI) = 0 es una ecuacién —llamada ecuacion caracteristica
de la matriz A— de grado n y, por lo tanto, tiene n raices en el plano complejo C, contando
multiplicidades. Por consiguiente, 1 < #(o(4)) < n. El radio espectral p(A) de la matriz A se
define como:

A) = max |A|. 12
p(4) = mis | (12

El radio espectral de una matriz A establece una cota inferior para las normas naturales de A.

Lema 1. JAl > p(A).
Demostracion. Consideremos C" equipado con una norma vectorial || - ||. Sea A € M(n x n,C)
y u € C™ un vector propio normalizado (i.e., |u]| = 1) de A con valor propio A € o(A), i.e.,
A.u = Au. Entonces se tiene ||A.u|| = |[A\u|| = |A|. Luego, para la norma matricial natural |||
inducida por la norma vectorial || - || se tiene

IA] = ”mHzixl |A.z|| > ||A.u|| = |\, paratodo A € og(A).

xz|l=

De aqui resulta entonces ||A|| > p(A) y, en consecuencia, ||Af|;,s > p(A). ]
Lema 2. Para todo € > 0 existe una norma matricial natural ||-|| tal que ||A| < p(A) + €.

La demostracion del Lema 2 requiere de un resultado de Schur que establece que toda matriz
cuadrada A es unitariamente equivalente a una matriz triangular superior cuyos coeficientes
diagonales son los valores propios de A en cualquier orden prescrito.

Teorema 1. Sea A € M(n xn,C) una matriz con valores propios Aj, ..., A, en cualquier orden
prescrito. Entonces existe una matriz unitaria U € M(n x n,C) tal que U*AU =T = [tijlnxn
es una matriz triangular superior con coeficientes diagonales t;; = A;, ¢ = 1 : n. La matriz U
no es necesariamente tnica. Si A € M(n x n,R) y si todos los valores propios de A son reales,
entonces U se puede elegir real y ortogonal.

Para una demostracién del importante Teorema 1 véase [2, §2.3, Theorem 2.3.1, p. 79].

Demostracion del Lema 2. [2, §5.6, Lema 5.6.10, p. 297]. Por el teorema de triangularizacién

de Schur 1 existe una matriz unitaria U y una matriz triangular superior A = [d;;],.. . tal que
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A =U*AU. Sea D; := diag|t,t?,t3,...,t"], t > 0. Consideremos ahora la matriz:

[\ dia diz ... dig |
0 )\2 d23 dg}n
, 0 0 X3 ... ds
D,AD; ' = diaglt, 2,63, ... " | .. . | diag[tt 23t
0 0 0 dn—1.n
0 0 0 An |
th\y tdyy tdys tdi, ]
0 t2/\2 t2d23 t2d2,n
0 0 X3 ... t3ds
=1 . ) ) e diag[t™t,t72,¢73, ..., t7"]
0 0 0 "y 1 p
00 0o . "\,
(A1 t7ldig t72dis t=
0 Xyt ldos t= 24y
0 0 A3 t_n'i_?’dg7
0 0 0 ... t7 1,
0 0 0o ... Ao

Para t > 0 suficientemente grande, la suma de los valores absolutos de los términos fuera de la
diagonal de D;AD; 1 es menor que €, de modo que:

2 n—1
|D:AD Y|y = méx{])q] s ol ol [Asl+ D s, L A +Zt"+idi,n}
i=1 i=1
<max {|\i|, [Xo|+e, [N3|4+e, ..., M| +¢}
<méax {|A1], [A2], N3], -, Al +€
<p(A) +e.
Luego, si definimos la norma matricial ||-|| mediante:
IB|l = ||D:U*BUD ||, ,  B€ M(nxn,C),

para t = t(B) > 0 suficientemente grande se tiene:
IBll = ||D:U*BUD; ||, < p(U*BU) + e =< p(B)+e, B M(nxn,C).
En particular, la matriz B € M (n x n, C) satisface esta desigualdad para t = t(A) > 0 suficien-

temente grande. Ello completa la demostracién. [ |
5.6 Demuestre o refute: Sin =m (i.e., si A es una matriz cuadrada de dimension n), entonces se
tiene p(A) < 1 si y sélo si lim ||AP|| = 0 para alguna norma natural || - ||.
p—00

6. La norma espectral de una matriz. La norma espectral ||A|, de la matriz cuadrada A se define
como:

Al = V/p(A*A) = méx {\F)\ : A es un valor propio de A*A} . (13)
Nétese que A* A es una matriz Hermitiana semi-positiva definida. En efecto, (A*A)* = A*A™ = A*A
y para todo z € C" se tiene z*(A*A)x = (Az)*(Ax) = ||Ax|]2 > 0. Como se sabe del Algebra Lineal,
los valores propios de las matrices Hermitianas semi-positivas definidas son reales no-negativos.
Luego 0(A*A) € RT U {0}, de modo que v/A es un ntimero real no-negativo bien definido para todo
A€ a(A*A).
TAREA: Verifique que la norma espectral es una norma matricial i.e., que satisface los axiomas
(i)-(iv) de mds arriba .
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Desarrollo. 1) La verificacién se reduce a demostrar que la norma espectral de una matriz A coincide
con la norma natural inducida por la norma Euclideana usual (norma [?) definida tanto en el dominio
como en el recorrido de la aplicacién lineal x — y = Ax.

2) Sea B € M(n x n,C) una matriz dada. Consideremos la funcién:

*B
@) =222 o0tzecn,

x*T

denominada cuociente de Rayleigh. Veamos algunas propiedades de la funcién ¢(z). Escribiendo:

T* T

() = (°2)1/2 B (z* )2

0#£2zeC".

se observa que (z) se puede definir, equivalentemente, como:
o(x) = 2* Bz, x € C" con ||z]2 =1,

de modo que p(x) estd definida sobre la esfera unitaria de C™. Si u € C™ es un vector propio de B,
con valor propio A, entonces se tiene:

w*Bu  A\utu

= = =
cp(u) u*u u*u
La funcién ¢(x) es acotada:
[z*Bz| _ |lzll2[|Bzlla _ [[zll2 | Blla [zl
|p(2)| = < < = [1Bllx
ara (13 113
donde ||B||a denota la norma natural de la matriz B con respecto a la norma || - ||2 tanto en el

dominio como en el recorrido. La funcién ¢(z) es, ademds, diferenciable en C™ \ {0}. La derivada
parcial de p(x) con respecto a la j-ésima componente z; de = viene dada por:
a * * o) *
dp Wj(iﬁ Bz) (x Bff)ﬁj(fﬁ x) _ 2(Bx); (z*Bx)2x; 2

j I

donde [-]; denota la j-ésima componente. Luego, el gradiente de ¢(z) viene dado por:

2
\Y = Bx — ,
ola) = = [Br— plx)a]
y por consiguiente:
x es un vector propio de B con valor propio p(z) < Vep(z)=0,. (14)

Luego, los vectores propios z € C™ de B son precisamente los puntos estacionarios de la funcién
(z) y los valores propios de B son los valores de la funcién ¢(x) en los puntos estacionarios.

3) Sea B = A*A. Evidentemente B es una matriz Hermitiana semi-positiva definida. Los valores
propios de B son reales no-negativos. En efecto, si u € C™ es un vector propio de A*A con valor
propio A, i.e. (A*A)u = Au, entonces se tiene:

0 < u*(A*A)u = u*du = \|ul|3,
de donde se desprende que A > 0. Sobre la esfera unitaria de C™ se tiene:

o(x) = 2" (A*A)x = (Ax)*(Az) = |Az||3 >0, x € C" con ||zl =1,
En particular, si u € C" es un vector propio unitario (i.e., |[ul]l2 = 1) de A*A, con valor propio A, se
tiene:
() = u"(A* AYu = wNu = Aljull3 = A > 0,

4) Consideremos ahora el maximo de la funcién ¢(z) sobre la esfera unitaria de C™:

max o(z) = méx [|[Az|% > 0.

llzll2=1 [[z]l2=1

Sea u € C" con |lul|2 = 1 un punto de la esfera unitaria de C" donde la funcién ¢(z) adopta el
méximo (absoluto). Evidentemente, este punto u debe ser un punto estacionario de ¢(z) y, por lo
tanto en vista de (14), u debe ser un vector propio de A*A con valor propio Apmax := @(u).
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5) En resumen, de las consideraciones precedentes se desprende que:

o(u) = Apax = max{\ : A€ g(A"A)} = p(4*A) = ||AH§
|

méx p(z) = mix [|Az|3 = |A|%,
Jllz=1 Jell2=1

donde debe tenerse presente que los valores propios de A*A son no negativos. Luego, la norma
espectral coincide con la morma natural inducida por por las normas Euclideanas en el dominio y
el recorrido. [ |

7. [4, p. 24, ex. 3.3] Las normas de vectores y las p-normas de matrices satisfacen varias desigual-
dades que a menudo incluyen las dimensiones m o n. En cada una de las sub-preguntas que siguen
en este ejercicio, verifique (jo refute!) la desigualdad anotada y exhiba un ejemplo de matriz o vector
no nulos que corroboren su resultado. Si la desigualdad es vélida, determine una condicién para que
se cumpla el caso limite de igualdad y exhiba un ejemplo que verifique esa igualdad. En este ejercicio
re K™y Ae M(m x n,K).

(@) [|zlloc < llzll2,  (b) [Jzlla < Vmllzlloo ,  (¢) [[Alloe < VnllAll2, (d) [[All2 < v/ml[Ale -
8. [4,p.24,ex.34] Sea Ae M(m xn,K)yseaBe M(uxv,K)conpu<myv<n.

(a) Demuestre que B puede obtenerse a partir de A mediante multiplicacién por matrices apropiadas
de “aniquilaciéon” de filas o columnas.
(b) Usando el resultado precedente demuestre que ||B||, < ||A]|, para todo p € R con 1 < p < oo.

9. [4, p. 24, ex. 3.6] Sea || - || una norma cualquiera sobre C™. La correspondiente norma dual || - ||’
sobre C™ se define mediante la férmula ||z||' = sup |y*z| .

llyll=1
(a) Demuestre que || - ||" es efectivamente una norma vectorial.
(b) Demuestre que, dado un vector z € C™, existe un vector no nulo z € C™ tal que |z*z| = ||z||" ||z]| .
(b) Sean x,y € C™ con ||z|| = ||y|| = 1 dados. Usando (b), demuestre que existe una matriz de tipo
rank-uno B = yz* tal que Bx =y y ||B|| = 1, donde || B|| es la norma de la matriz B inducida por

la norma vectorial || - ||.

Descomposicién de Valor Singular

2. DESCOMPOSICION DE VALOR SINGULAR

3 2
1. Considere la matriz A= |—-1 2
2 0

(a) Determine los valores singulares de A.

(b) Determine los vectores singulares derechos de A, i.e., los vectores-columna de la matriz V de la
SVD reducida USV* de A. Note bien que lo pedido son los vectores-columna de 1% y no los de Al
(c) Determine los vectores singulares izquierdos de A, i.e., los vectores-columna de la matriz U de la
SVD reducida USV* de A.

(d) Verifique que la SVD de A que Ud. obtuvo es correcta.

DESARROLLO.
(a) Preambulo. Consideremos la SVD reducida de A € M (m x n,C):

A=UXV* vy, equivalentemente, A" =VXU",
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donde U € M(m xn,C) y V € M(n x n,C) tienen columnas respectivamente ortonormales
(ie., (U)U* =8y (VI)VFE=065)",y
3 = diag [01,02,...,an] € M(nxn,C), con o1 >09>->0,>0,

es una matriz diagonal. De aqui se desprende que:
A*A=VSUUSV* = VE2V*,
donde A*A € M(n x n,C). Luego, (A*A).V = V.32, ie.
(A*A).[VHV? . vr] = [V V] .. |V"]. diag [01,03,. .., 07]
= [U%Vl, A/ ,JZV”] ,

donde V¥ es la k-ésima columna de V. Por consiguiente, los vectores-columna de la matriz V'
de la SVD de A deben satisfacer:

(A*A) . VE=o2VF k=1:n,
i.e., el k-ésimo vector-columna de la matriz V' debe ser un vector propio de la matriz A*A con

valor propio O‘l%. Esta observacién permite obtener la matriz V' con cierta facilidad. En el caso
real habrd que considerar, evidentemente, la matriz A7 A.

(b) Célculo de AT A. Se obtiene directamente A7 A = [144 ;ﬂ .

Célculo de los valores propios de AT A mediante la solucién de la ecuacién det(AT A — \I) = 0.
Se obtiene A\; = 02 =16 y A2 = 03 = 6.
Célculo de los valores singulares de AT A tomando rafz de los valores propios ya determinados.
Se obtiene 01 =4y 09 = V6.

(c) Como se sabe, los vectores singulares derechos v; de A corresponden a los vectores propios de
la matriz AT A, normalizados a norma 1. Luego, hay que resolver el sistema AT A.v = \v.

N qa . _12/V5
Caso A = A1 = 16: se obtiene v = [1/\/q

—-1/V/5

2/V5 |

Nota: Los signos de v1 y v3 no estdn univocamente determinados, pero ello no influye en el
desarrollo ulterior.

Caso A = Ay = 6: se obtiene vy = [

(d) Andlogamente, los vectores singulares izquierdos de A se obtienen resolviendo el sistema AV =
UX, donde V = [v1|vg], ¥ = diag[o1,02] y los o; son los valores singulares obtenidos en (a).
Luego, basta resolver el sistema

8/v5 1/V5 3 2 2/V5 —1/v5 uit vl oy 4ur V6uis

0 Vi | =1]-1 2 Vs 25 R T dug  V6ug

4/\/5 —2/\/5 2 0 U3l  uU32 4uszy \/6U32
=AV =UX

_ T _ T SRS .
para up = [u11,u21,us1]" y u2 = [u12,u22,use]’ . De consiguiente:

_un_ 8/\/5 1/\/5 2/ 5

up = |us | = a% columna; (AV) = icolumnal 0 V5 = 0

u31 4/V5 —2/5 1/v5

112 ] 8/vV5 1/V5 1/4/30
Uy = U | = a% columnag(AV) = LG columnas 0 NG = | +/5/6

32 | 4/v5 —2/V/5 —/2/15

1, sij=k,
0, sij#£k.

G. HERNANDEZ + O. ORELLANA + L. SALINAS/ COMPUTACION CIENT{FICA I/3 DE ABRIL DE 2008

15jk es el llamado simbolo de Kronecker definido mediante d;;, = {



UTFSM, G. Hernandez + O. Orellana 4+ L. Salinas, 2008 13

(e) Verificacién:

2/V/5  1/4/30 4 0172 3 2
FRUT _ /VB 1NB] | _
el A e R R P

2. (a) Construya su propia demostracién para el siguiente teorema o estudie a fondo las demostra-
ciones que proponen algunos de los textos de referencia para este importante resultado del Algebra
Lineal Computacional. Asegurese de haber comprendido correctamente las demostraciones que es-
tudie.

Theorem 1. Sea A € M(m x n,C). Entonces existen matrices unitarias U € M(m x m,C) y
V € M(n x n,C), y una matriz diagonal ¥ = diag [01,02, o ,Un] € M(m x n,C) con o1 > o9 >
ce >0, > 0,2 tales que A=UXV™,

Los valores singulares estdn siempre univocamente determinados.

Si A es una matriz cuadrada y los o son todos distintos, entonces los los vectores singulares iz-

quierdos:
U’ = j-ésima columna de la matriz U, j=1:m=n,
los vectores singulares derechos:

VE = k-ésima columna de la matriz V', j=1l:n=m,

estan univocamente determinados excepto por signos complejos (i.e., factores escalares complejos de
mddulo 1).

(b) Las demostraciones més populares del resultado precedente, son inductivas. Estudie la posibilidad
de traducir algunas de esas demostraciones inductivas en algoritmos computacionales que permita
obtener la SVD de una matriz dada A.

3. (Cf.Sea A € M(m xn,C) una matriz dada y A = USV* su SVD reducida. Sear = |{o; : 0; >

0}‘ Demuestre o refute, y en todo caso, discuta:

(a) rank A =r. '

(b) Range(A4) = Col(A) = (U*,...,U"), donde U’ = j-ésimo vector-columna de U.

(c) Null(4) = (V"1 ..., V"), donde V¥ = k-ésimo vector-columna de V.

(d)
)

Al
d =0, (Mm>n).
b e, o M=

||A||2 =01; HAHFrobenius = U%"‘"‘"’_O’%; min

(e) Los valores singulares o; no nulos vienen dados por o; = \/)Tj, donde A; es el j-ésimo valor
propio no nulo de la matriz A*A € M(n x n,C) o de la matriz AA* € M(m x m,C). Ambas
matrices tiene los mismos valores propios no nulos. Los valores propios de A*A y AA* son reales
y no negativos.

(f) Si A* = A, los valores singulares de A coinciden con los valores absolutos de los valores propios
de A.

(g) Si Ae M(m xm,C),

detA’ = H;nzl 0j.

4. [4, Lect. 5, p. 35] APROXIMACION DE BAJO RANGO. Sea A € M (m x n,C) una matriz dada y
A =UXV* su SVD reducida. Sea p = min{m,n} y r = !{crj : 0; > 0}|. Discuta, verifique, corrija o
eventualmente refute los siguientes argumentos y resultados:

20bsérvese que la matriz ¥ no es, en general, cuadrada. No obstante, ain en ese caso se acostumbra a
decir que ¥ es una matriz diagonal. Cuando ¥ no es cuadrada, sus filas de por debajo de la fila n, si m > n,
o sus columnas a la derecha de la columna m, si m < n, son todas nulas.

G. HERNANDEZ + O. ORELLANA + L. SALINAS/ COMPUTACION CIENT{FICA I/3 DE ABRIL DE 2008



UTFSM, G. Hernandez + O. Orellana 4+ L. Salinas, 2008 14

P j P
! !
a) Dado que ¥ = diag |o1,...,0.,0,...,0] = > "_, diag O,...,O,é-,O,...,O , se tiene:
7j=1 J
T ‘j T T
A=Usv* =Y Udiag0,...,0,0;,0,...,01.V* = 3 o 7. (VI)"
Jj=1 J=1

(b) Sea A, =377, 0 U.(V7)*, v =0:r. Entonces:

(v
r —_—
A—Ay,= )" o U7 (V1) = [U"H]...|U"]. diag [ovi1, ..., 00 ). :
j:V+1 UV+1 EU+1 (VT)*
~—_——
Vi
constituye una SVD para A —A,: A— A, = Uy41.5,41.V,), ;. Por definicién de la SVD se tiene
entonces:
HA — AVH2 = primer (mayor) valor singular = 0,41 . (15)
(c) Sea E = <V1, ey V”+1> el espacio de C™ engendrado por los primeros v + 1 vectores singulares

derechos. Para todo w € E se tiene entonces:
(Aw)".(Aw) = w*A*Aw = W' VEUUSV*w = w*V, £% Vi = 2*5%2
\:_/ ~——

=of|z P+ +012/+1|Zz/+1|2 > (|Zl\2 +oot |z,,+1\2)0'§+1.

=||z[I2=]lw||?
Nétese que ||z||? = ||V *.wl||? = ||wl||?, pues la matriz V € M (n xn,C) es unitaria y, por lo tanto,
preserva la norma Euclideana. Por consiguiente se tiene:
2
HA.wH > o2 4 |12)1? = ougr |Jwl? VweE. (16)

(d) Sobre la base de los resultados precedentes se puede demostrar el siguiente:

Theorem 2. Para todo v =0 : 1 se tiene:

(15) | )
A-A = = f A - B, . 17
Ja-ad, D oad it a5, i
rank B<v
Si v = min{m,n}, hacemos o,+1 = 0.
Demostracion. Sélo hay que probar la segunda igualdad en (17). Supongamos que exista una
matriz B € M(m x n,C) con rank B < v tal que:

1A= Bl, <[l[A= A, = o1

Consideremos entonces el subespacio:

W = Null(B) C C", con dimW =n—rankB>n—v.
Para w € W se tiene entonces B.w =0, Aw = (A — B).w, y:

[A.wll2 = [[(A = B)wl|2 < [|A = Bl2|wll2 < ovyr [Jw]l2

Luego, W es un subespacio de C™ de dimensién a lo menos n — v donde se cumple ||A.w|2 <
o1 w2
Por otro lado, de (C)‘sabemos que el subespacio E de C" generado por los v + 1 vectores
singulares derechos V7, j =1:v 41, de A, posee las siguientes propiedades:

» (16)
dmE=v+1 y HAwH > o, ||wl|*> YweE.
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En vista de dimW > n —v y dim E = v 4 1, los subespacios W y E de C" deben tener una
interseccién que no se reduce al subespacio trivial {0}. En efecto, si W N E # {0}, entonces se
tendria:

n+l=mn-v)+r+1) <dmW+dimFE <dimC" =n,

que obviamente es una contradiccién. Existe, por lo tanto, un vector 0 # w € W N E que debe
satisfacer simultdneamente ||A.w|l2 < oy41 [|w||2, por estar en W, y ||A.wl||2 > ou41 ||w]|2, por

estar en E. Ello representa, evidentemente, otra contradiccién. [ |

Nota. El lector diligente seguramente habrd observado que la demostracion precedente sdlo

prueba la desigualdad 0,11 < inf HA - B H2 en (17). ;Cémo se obtendria la otra

BeM (mxn,C)
rank B<v

desigualdad?
5. Sea A € M(n x n,R) una matriz positiva definida. Para iy € Ncon 1 <i; <ip < ... <ip <n
sea Ali1,...,ip] la submatriz de A formada por las filas i1,...,i, y las columnas i1,...,i, de la
matriz A. Note, entonces, que la diagonal de A[iy,...,4,] estd contenida en la diagonal de de A. Se
dice que Aliy, ..., 1ip] es una submatriz principal de A.
(a) Demuestre o refute, y en cualquier caso, discuta: det Afiy,...,ip] > 0 para toda seleccién de los

indices 1 <11 <ig <...<1ip <M.
(b) (Es equivalente (a) con el hecho que A es positiva definida?

(c) {Qué relacién hay entre los valores singulares de las matrices Afiy, ..., 4,] y los valores singulares
de la matriz A?
(d) g : : n . ..T . V(A7 'Y)
ea V(A,7) el volumen del elipsoide {z € R" : #'.A.z < ~}. Calcule el cuociente W
e

6. [2, p.415] Sea z € C™ un vector no nulo dado. Considere el vector  como una matriz X € M (nx
1,K). Sean W = [1] € M(1 x 1, K), ¥ = [||z[[2,0,...,0]T € M(n x 1,K), V = ﬁ U2, .. Un| €
z||2

M(n x1,K), donde ve, ..., v, es un sistema de n — 1 vectores ortonormales cualesquiera, todos ellos
ortogonales al vector z. Demuestre que una descomposicion de valor singular de la matriz X viene
dada por X = VW™,

7. [2,p. 416] Si A € M(n x n,K) es no singular, demuestre que el siguiente procedimiento produce
una descomposicion de valor singular A = VW*:

(i) Forme la matriz Hermitiana positiva definida AA* y determine una diagonalizacién unitaria
AA* = UAU* hallando los valores propios positivos A\;, i = 1,...,n, y el correspondiente sistema
de u;, i =1,...,n, de vectores propios ortonormales.

(ii) Defina ¥ :=AY2y V =U = [u1,...,u,].

(iii) Defina W = A*V¥ L

a) Demuestre todo. En particular, demuestre que W es unitaria con A = VW™ .

b) Escriba un programa que permita obtener la descomposicion de valor singular.

¢) Usando su programa, obtenga descomposiciones de valor singular para tres o cuatro matrices de
dimensiones 3, 5, y 8, por ejemplo. Para resolver esta parte del ejercicio el estudiante probablemente
querré aplicar el algoritmo descrito en el ejercicio precedente. Converse con sus colegas que abordaron
ese ejercicio para que le faciliten os codigos correspondientes.

d) Usando un programa ad hoc verifique que el producto de las matrices de las factorizaciones que
obtenga, efectivamente dan las matrices originales.

8. [2, p. 416] Sea A € M(n x n, K) una matriz no necesariamente no-singular. Demuestre que el
siguiente procedimiento produce una descomposicién de valor singular A = VXW™*:
(i) Sea I € M(n x n,K) la matriz identidad. Entonces existe una constante ¢ = ¢(A) tal que la
matriz A. = A + eI es no-singular para todo € €]0, c[C R. Sugerencia: Observe las raices de la
ecuacion caracteristica det(A — A\I) = 0 en el plano complejo.
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(ii) Elija ahora ¢ €]0,c[C R. Aplique el procedimiento del ejercicio anterior para obtener una
descomposicién de valor singular A, = VX W}
(iii) Aplique ahora el siguiente resultado, que no se pide demostrar:
Lema Auxiliar. Sea {Up}peny = [ufj} , une sucesion de matrices unitarias en M(nxn,K).
pe

Pk

Entonces existe una subsucesion {Up, }ren = [ui] ]keN de la sucesion original, tal que

g Py _ ,,0
lim Usj = U

k—o0

i, Vi, g=1,....n,

donde la matriz limite Uy = {ugj] € M(n x n,K) también es unitaria.

Sobre la base de este lema auxiliar se obtiene una sucesioén {ey }xen en |0, ¢[, una matriz diagonal
Y € M(n x n,K) con coeficientes no negativos, y matrices unitarias V, W € M (n x n,K) tales
que:

fm ey =0, limV, =V, lm¥, =%, lm W, =W.
k—o00 k—o00 k—oo k—o0

(iv) Demuestre que A = VW™,

9. [2, p. 421, pr. 7] Sea A € M(m x n,K) una matriz dada con descomposicién de valor singular
A =VIW*. Defina AT = WXTV*, donde X1 es la transpuesta de ¥ en la cual los valores singulares
positivos de A se reemplazan por sus valores reciprocos. Demuestre que:

(a) AAT y ATA son hermitianas, (b) AATA = A, (c) ATAAT = AT,
Demuestre que AT = A1 si A es cuadrada y no-singular. La matriz AT se llama inversa generalizada

o tnwversa de Moore-Penrose de la matriz A. Se puede demostrar que la inversa generalizada existe
para toda matriz A, incluso para matrices cuadradas singulares o para matrices no cuadradas.

Demuestre, ademés, que Af queda univocamente determinada por las propiedades (a), (b), (c).

10. [2, p. 422, pr. 10] La descomposicién de valor singular se puede obtener sin utilizar explicita-
mente vectores ni valores propios. Los vectores singulares (de izquierda y de derecha) y los valores
singulares pueden construirse directamente a partir de la llamada caracterizacion variacional de la
norma espectral (que es, simplemente, la definicién usual de la norma de un operador lineal): si
A € M(n x n,K) es una matriz dada, entonces se define:

||All2 = sup |[Az]]2. (Norma Espectral)

llzll2=1

(a) Sea n > 2y suponga que B € M(n x n,K) tiene la forma:

*
B:[UOI 13)(] , con o1 =Bz, weC" ', XecM(n-1)x(n-1),K).
D =0. S ja: Si 0, consid = ! 14
emuestre que w = 0. Sugerencia: Si o > 0, considere ( = W wl emuestre que

||BC||2 > 0? + w*w, y use la férmula (Norma Espectral). Ademés, jconsulte [4]!

(b) Sea A € M(n x n,K), defina 01 = ||A]|]2, y use la férmula (Norma Espectral) para probar
que existe un vector unitario ||z||; tal que |[Ax1|]2 = o1. Defina y; = o] ' Axy para la parte (c).
Nota: Posiblemente el estudiante quiera usar aqui el teorema de Weierstrass para funciones continuas
definidas sobre conjuntos compactos.

(c) Sean Vi, Wi € M(n x n,K) matrices unitarias cuyas primeras columnas son x; e y; respectiva-
mente. Demuestre que V* AW, tiene norma espectral o1 y que tiene la forma de la matriz B de la

01 0

0 X } ’

(d) Formule un proceso de “deflacién inductiva” de A introduciendo columnas y filas con “ceros
fuera de la diagonal” (cuando se las observa en la matriz A) mediante pre- y post-multiplicacién por

parte (a). Concluya que Vi"AW; = [
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matrices unitarias apropiadas. Verifique que el proceso de induccién termina tras un nimero finito
de pasos y que al final se obtiene la descomposicién de valor singular de A.

(e) {Qué ocurre si la matriz original A no es cuadrada?

11. (Cf. [2, Theor. 7.3.2, p. 412] Considere una descomposicién de valor singular A = UXV™ de
una matriz cuadrada A € M(n x n,K). Escriba:

A=USV* = (USU*) (UV*) = PW, con P=USU* y W=UV*. (18)
Demuestre o refute, y en todo caso, discuta:
(a) P es positiva semidefinida, i.e., z* Pz > 0 (note que dice “>” y no “>”) para todo = € K", con

x # 0.
(b) rank P = rank A.
(c) W tiene filas ortonormales, i.e. WIW* = I.
(d) P estd univocamente determinada y satisface P = (AAx)'/2. Dé una interpretacién razonable
para esta tultima férmula.
Suponga ahora que la matriz original A no es cuadrada, digamos A € M (m x n,K) con m > n.
A “bruta forza”, haga cuadradas (de m x m ) todas las matrices (exceptuando V* que conviene
dejarla como una matriz de m x n) de la descomposicién de valor singular, agregando 0’s a
diestra y siniestra.
(e) Examine si la factorizacién (18) y las propiedades (a)-(d) siguen siendo vélidas o no.
(f) La nueva matriz W ;estd univocamente determinado cuando rank A = n?
) Si A es real, jes posible tomar Py W como matrices reales?
) Qué pasa sim < n?
Como el lector sospechard, (casi) todas las respuestas deberian ser afirmativas. La factorizacién
obtenida se conoce como “representacion polar” de una matriz dada.
(i) Escriba un programa para obtener la representacién polar de cualquier matriz.

12. [2, p. 415][4, p. 37, exc. 5.2] Usando SVD? demuestre que toda matriz A € M(m x n,C)
es el limite (jcudl norma seria apropiada para calcular el limite?) de una sucesién de matrices

A = (agc))mxn € M(m x n,C), k € N, de rango completo. En otras palabras, demuestre que el

conjunto de las matrices de rango completo es denso en M (m x n,C).

13. [4, p. 37, exc. 5.3] [For all students!!!] Considere la matriz [_2 11] )

—-10 5

(a) Determine s.c.P.L.P. 4 una SVD real de A de la forma A = UXV7T. La SVD no es tnica
(compruebe este hecho). Asi, encuentre la SVD que tiene el menor nimero de signos negativos en U
y V.

(b) Haga una tabla con los valores singulares, los vectores singulares izquierdos, y los vectores
singulares derechos de A. Dibuje cuidadosamente la bola unitaria de R? y su imagen bajo A, junto
con los vectores singulares, indicando claramente las coordenadas de sus vértices. Use sistemas de
coordenadas claramente rotulados con los nombres de las variables involucradas y todos los signos
convencionales del Dibujo Técnico que aseguren una buena comprensién de sus diagramas.

(c) Determine las normas 1, 2, co, y de Frobenius-Hilbert-Schmidt de la matriz A.

(d) Determine A~! indirectamente via SVD.

(e) Verifique que: det A = Ao y |det A| = o109 .

(f) Determine el area del elipsoide que resulta como imagen de la bola unitaria de R? bajo A.

14. [4, p. 37, exc. 5.4] Suponga que A € M(m x m,C) tiene una SVD A = UXV*. Encuentre una

EVD® A= XAX"! de la matriz hermitiana [31 1?) ] € M(2m x 2m,C) .

3 “singular value decomposition”

45.c.P.L.P. = sélo con papel, lapiz y pensamiento
5 “cigenvalue decomposition”
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15. Cf.: http://www.computer.org/cise/homework/v5n3/index.htm

James G. Nagy and Dianne P. O’Leary, [3]. Los llamados problemas inversos constituyen uno de los
desafios més exigentes en la computacién aplicada a la ciencia y a la ingenieria, debido a que involu-
cran la determinacién de los pardmetros de un sistema observado sélo indirectamente. Un ejemplo de
tales problemas es, por ejemplo, la determinaciéon de un sistema a partir solamente de su espectro.
Otro ejemplo tipico es la determinaciéon de posibles fracturas en un (es)tanque exclusivamente a
partir de mediciones de tipo sonar.

El problema que se quiere discutir aqui es el siguiente: dada una imagen borrosa y un modelo lineal
para la borrosidad, reconstruir la imagen original. Este problema inverso lineal ilustra el impacto
del mal condicionamiento en la seleccién de algoritmos. La herramienta principal para este proyecto
es la SVD.

(1) MAL CONDICIONAMIENTO. Consideremos un sistema de ecuaciones lineales:
Kf=g, KeMmnxnR), fgeR".

Supondremos que la matriz K estd escalada de modo que su mayor valor singular es o7 =
1. Si el menor valor singular o, es aproximadamente 0, entonces K estd mal condicionada.
Distinguiremos dos tipos de mal condicionamiento:
e La matriz K se considera numéricamente de rango deficiente si existe un j tal que
0;j > 0j41 ~ - = o, ~0,ie, si hay una brecha ostensible entre los valores singulares
grandes y los pequenos.
e Si los valores singulares decaen a 0 sin ninguna brecha especial en el espectro, se dice que
el sistema lineal K.f = g es un problema mal condicionado discreto
El célculo de soluciones aproximadas muy cercanas a las soluciones exactas en un problema mal
condicionado discreto del tipo K. f = g es, por lo general, un problema muy dificil,especialmente
debido a que en muchas aplicaciones reales, g no se conoce exactamente. En realidad la data
tipicamente tiene la formas:

g=K.f+n,

donde 7 representa un ruido (desconocido) oerrores de medicién. El objetivo es, entonces, dada
una matriz mal condicionada K y un vector g, calcular una (buena) aproximacién del vector
desconocido f.
La soluciéon ingenua de K. f = g, usualmente, no es apropiada cuando K es muy mal condicona-
da, como en el caso que nos interesa. En estos casos se usa un procedimiento de regularizacion
para hacer el problema menos sensible al ruido. En algunos circulos se habla de robustificacion
del proceso.

(2) REGULARIZACION DE TIKHONOV. El método de regularizacién mds conocido es la llamada
reqularizacion de Tikhonov que calcula una solucién del problema de minimos cuadrados amor-
tiguado:

min {llg — K fI3 +0? | £I3} (19)

El término o?|/f]|5 impone una penalizacién al tamano de la solucién. Dicha penalizacién
reduce el efecto de los valores singulares pequenos.
(3) PROBLEMA 1. Demuestre que la ecuacién (19) es equivalente al problema de minimos cua-

drados lineal:
gl K
[O] [O‘I ] d 2

El escalar « (llamado pardmetro de regularizacion) controla el grado de suavidad de la solucion.
Evidentemente, & = 0 implica ausencia de regularizacién y en este caso la solucién de (20)
estarda muy probablemente corrupta con mucho ruido. Por otro lado, si « es grande, la solucién
calculada no podré ser una buena aproximacion de la solucién exacta f. La eleccion de un valor
apropiado para « no es algo trivial. Varios algoritmos han sido propuestos en la literatura pero
aqui se usard un método manual.

2

3

min
f

(20)

G. HERNANDEZ + O. ORELLANA + L. SALINAS/ COMPUTACION CIENT{FICA I/3 DE ABRIL DE 2008



UTFSM, G. Hernandez + O. Orellana 4+ L. Salinas, 2008 19

(4) PROBLEMA 2. Demuestre que si K tiene una SVD K = UXVT, entonces la ecuacién (20)
puede transformarse en el problema de cuadrados minimos equivalente:

{171,

. con f=VTf G=U"y. (21)
2

(5) PROBLEMA 3. Obtenga una férmula para la solucién de la ecuacién (21). Hint: haga cero la
derivada de la funcién de minimizacién y resuelva para f.

Todo esto constituye un algoritmo para determinar la solucién de Tikhonov de un problema
mal condicionado discreto.

(6) SVD TRUNCADA. Otro método para regularizar el problema consiste en truncar la SVD. El
siguiente Problema 4 ilustra como expresar la solucion al problema de minimos cuadrados en
términos de la SVD.

(7) PROBLEMA 4. Demuestre que la solucién del problema:

3

min
f

min {|lg — K7[3} - (22)
viene dada por:
f :vﬁﬁUTzﬁi“%%f (23)
ls = o P

i=1
donde u; es la i-ésima columna de U, y v; es la i-”esima columna de V.
Se puede ver que hay problemas en f;s si un pequenio valor de o; divide un término u;fpg que
contiene errores. En tales casos, f;s quedara dominado por errores.
Para eludir esta dificultad, Richard Hanson y James Varah han sugerido truncar la expansion

(23):

p T

u; 9
Jes ; s Vi, (24)
para algun valor p < n.
Ahora tenemos todos los ingredientes para resolver el problema de eliminacién de la borrosidad
en procesamiento de imagenes. Supongamos que tenemos una imagen borrosa o ruidosa G junto
con algin conocimiento del operador de borrosidad, y queremos construir la imagen verdadera
original F'. Este es un ejemplo de un problema mal condicionado discreto en el cual los vectores
en el sistema lineal g = K. f+n representan los arreglos bidimensionales (F'y G) de las imagenes
apilados por columnas para formar vectores (por ejemplo, debajo de la primera columna de F
viene la segunda columna de F' y asi sucesivamente hasta concluir con la n-ésima columna,
obteniéndose de esta manera un vector de n? componentes). En la notacién de Matlab se
tendria:

f = reshape(F,n,1), g = reshape(G,n,1). (25)

El objetivo de este problema es, dados K y G, reconstruir una aproximaciéon de la imagen
desconocida F'.
Si suponemos que F' y G contienen /n X y/n pixeles, entonces f y g son vectores de largo n y
K es una matriz de n x n que representa la borrosidad en la imagen. Por lo general esta matriz
es muy grande para usar SVD. Sin embargo, en algunos casos se puede escribir K como un
producto de Kronecker K = A ® B y entonces se puede usar SVD.

(8) Dos PALABRITAS ACERCA DE LOS PRODUCTOS DE KRONECKER. El producto de Kronecker
A® B, donde A y B son matrices de m x m se define mediante:

auB algB . almB
ang GQQB e agmB

A®B=| . . : : (26)
amlB a,m2B .o ammB
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Theorem 3. Si A =UsXaV] y B=UgSpVE, entonces K = USVT donde U = Uy ® Ug,
X=XA1R0X¥p yV:VA®Vg.

Tarea: Demuestre el teorema precedente.

Por consiguiente, si una matriz grande es el producto de Kronecker de dos matrices més pe-
quenas, entonces se puede calcular la SVD de la matriz grande. En la pagina “web” de J.G.
Nagy y D.P. O’Leary mencionada al comienzo de este ejercicio se puede hallar un programa
Matlab de muestra que ilustra la propiedad discutida.

Para resolver el problema de eliminacién de la borrosidad de una imagen hay que operar cuida-
dosamente con con matrices mas pequenas pues, de otro modo, rapidamente aparecen problemas
de memoria o almacenamiento de data.

(9) PROBLEMA 5. Escriba un programa que toma matrices A, B y una imagen G, y calcule
aproximaciones de la imagen F’ mediante la regularizacion de Tikhonov y la SVD truncada. Para
cada uno de estos algoritmos, realice algunos experimentos para hallar el valor del pardmetro
de regularizacién (« para Tikhonov y p para la SVD truncada) que da la imagen mads nitida.
La referida pagina “web” de J.G. Nagy y D.P. O’Leary contiene datos de muestra: una imagen
borrosa G y matrices A, B. La tarea consiste en restaurar la imagen hasta el punto que se
pueda leer el texto que contiene. Compare la efectividad de los dos algoritmos.

3. Mis DupAs CASTELLANAS

“Las lenguas cambian de continuo, y lo hacen de modo especial en su componente léxico. Por ello
los diccionarios nunca estan terminados: son una obra viva que se esfuerza en reflejar la evolucion
registrando nuevas formas y atendiendo a las mutaciones de significado.” (http://www.rae.es/)

alcuza. (Del 4ar. hisp. alkiza, este del ar. clés. kuzah, este del arameo kuz/a/, y este del persa kuze).
1. f. Vasija de barro, de hojalata o de otros materiales, generalmente de forma cdnica, en que se
guarda el aceite para diversos usos. 2. f. Am. vinagreras (|| pieza con dos frascos para aceite y
vinagre).

glacial. (Del lat. glacialis). 1. adj. Helado, muy frio. 2. adj. Que hace helar o helarse. 3. adj. Frio,
desafecto, desabrido. 4. adj. Geogr. Dicho de la tierra o del mar: Que estd en las zonas glaciales.

glaciar. (Del fr. glacier). 1. m. Masa de hielo acumulada en las zonas de las cordilleras por encima
del limite de las nieves perpetuas y cuya parte inferior se desliza muy lentamente, como si fuese un
rio de hielo. 2. adj. Perteneciente o relativo al glaciar.

LECCION 6%. Acentuacion de este, ese, aquel,. ..
( http://www.aulafacil.com/OrtografEspafiola/Lecc-6-ortog.htm)

En Castellano existen los siguientes demostrativos:

’ Singular ‘ Plural ‘
Este, esta, esto Estos, estas
Ese, esa, eso Esos, esas

Aquel, aquella, aquello | Aquellos, aquellas

Si estas palabras sustituyen a un nombre funcionan como pronombres demostrativos. Pero si acom-
panan a un nombre, entonces funcionan como adjetivos demostrativos:

G. HERNANDEZ + O. ORELLANA + L. SALINAS/ COMPUTACION CIENT{FICA I/3 DE ABRIL DE 2008



UTFSM, G. Hernandez + O. Orellana 4+ L. Salinas, 2008 21

Adjetivo demostrativo (no se acentian) ‘ Pronombre demostrativo ((se acentian) ‘

E'se coche es el mio Ese es mi coche

L Quién es aquel individuo? L Quién es aquél?

Aquella nifia es tu novia Aquélla es tu novia

. De dénde viene este senor? iDe dénde viene éste?

Esta casa es muy bonita Eso no me lo creo

Este libro es muy caro. Hay muchos libros, pero éste es el mas caro.
E'se colegio es el mejor de la ciudad. De todos los colegios, ése es el mejor.

Aquel perro me ha mordido. ., Qué perro te ha mordido? Aquél ha sido.

El pronombre demostrativo se acentiia precisamente para distinguirlo del adjetivo demostrativo. Por
eso mismo, el pronombre demostrativo neutro (esto, eso, aquello) no se acentia ya que no hay una
forma adjetiva equivalente con la que se pudiera confundir.

Mas ejemplos de frases con pronombre demostrativo: Este es el que mas me gusta. Esto es lo que
més me gusta. Aquél es el mejor. Aquello es impresionante.

Instantes, Noviembre 2006. Marcelo se inclina y susurra al oido de Luis: “Se dice ‘en relacion
a, en relacion a...”. Luis, sorprendido, sélo puede musitar: “No. Se dice ‘con relacion a’. Lo he
investigado.” Marcelo, algo molesto, replica: “Qué porfiado eres. Le preguntaremos a Norman para
salir de dudas.” http://www.rae.es/ resuelve la duda:

relaciéon. (Del lat. relatio, -onis). 1. f. Exposicién que se hace de un hecho. 2. f. Conexién, corres-
pondencia de algo con otra cosa. 3. f. Conexion, correspondencia, trato, comunicacién de alguien
con otra persona. U. m. en pl. Relaciones de parentesco, de amistad, amorosas, comerciales. 4. f.
Trato de caracter amoroso. U. m. en pl. Tienen relaciones desde hace tiempo. 5. f. Lista de nombres
o elementos de cualquier clase. 6. f. Informe que generalmente se hace por escrito, y se presenta ante
una autoridad. 7. f. En el poema dramatico, trozo largo que dice un personaje, ya para contar o
narrar algo, ya con cualquier otro fin. 8. f. Gram. Conexién o enlace entre dos términos de una misma
oracion; p. €j., en la frase ‘amor de madre’ hay una relacion gramatical cuyos dos términos son las
voces amor y madre. 9. f. Mat. Resultado de comparar dos cantidades expresadas en ntmeros. 10.
f. Arg. y Ur. En diversos bailes tradicionales, copla que se dicen los integrantes de las parejas. 11.
f. pl. Conocidos o amigos influyentes. Sin relaciones no se puede triunfar en esa profesion.

~ de ciego. 1. f. romance de ciego. 2. f. coloq. La frivola e impertinente. 3. f. coloq. Aquello que
se recita o lee con monotonia y sin darle el sentido que corresponde.

~ jurada. 1. f. Razoén o cuenta que con juramento expreso en ella se da a quien tiene autoridad
para exigirla.

relaciones piblicas. 1. f. pl. Actividad profesional cuyo fin es, mediante gestiones personales o
con el empleo de las técnicas de difusién y comunicacién, informar sobre personas, empresas, insti-
tuciones, etc., tratando de prestigiarlas y de captar voluntades a su favor. 2. f. pl. u. c. sing. com.
Persona que desempena esta profesion.

con ~ a. 1. loc. prepos. Que tiene conexién o correspondencia con algo. 2. loc. prepos. con res-
pecto a.

en ~ con. 1. loc. adv. con relacion a.

hacer ~ a algo. 1. fr. Tener con ello conexién aquello de que se trata. 2. fr. Der. En los pleitos y
causas, dar cuenta al tribunal relatando lo esencial de todo el proceso.

catequesis. (Del lat. catechesis, y este del gr. kariynois). 1. f. Ejercicio de instruir en cosas
pertenecientes a la religion. 2. f. Arte de instruir por medio de preguntas y respuestas. 3.
f. Lugar o reunién donde se imparte la doctrina cristiana.
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catequismo. (Del lat. catechismus, y este del gr. karnxouds, de karnyeiv, instruir). 1. m. cate-
quesis (|| ejercicio de instruir en cosas pertenecientes a la religién). 2. m. catequesis (|| arte de
instruir por medio de preguntas y respuestas). 3. m. desus. catecismo (|| libro de instruccién
elemental que contiene la doctrina cristiana). 4. m. ant. catecismo (|| obra que contiene la
exposicién sucinta de alguna ciencia o arte).

Conviene usar siempre las palabras karnxnots, kaTnxouos vy katnxeiv en su sentido griego pri-
migenio de propagar o hacer eco de las ensefianzas ... de la Filosofia Natural, especialmente de la
Computacién Cientifica, tan popular en el siglo de oro de la aquella comarca llamada Castalia en
honor y recuerdo de la hija de de Aqueloo (!).

Vorlaufiges Ende.
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